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Abstract: Ikeda’s theorem is a theorem related to the Steiner chain. It was writ-
ten on the sangaku tablet dedicated by Sadakazu Ikeda to the Chomeiji Temple
in Tokyo during the Edo period. The purpose of this paper is to attempt various
generalizations of the theorem and to analyze the properties of figures behind
them. In the process, we introduce the fact that the centroid of n points is greatly
related to the proof.
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1 はじめに

この研究の目的は，池田貞一が 1826年に長命寺に奉納した算額の問題に由来する池田の
定理について，その定理の一般化を試み，さらにその定理の背後にある図形の性質について

解析を行うことである．その過程で，n個の円の中心による重心が証明に大きく関わってい
ることを紹介する．

池田の算額に書かれた問題と解を現代風に書き表すと次のようになる（[1] p. 149, [2] p.
284, [3] p. 57）．

図 1 池田貞一の算額の図

図 1のように，外円と内円との間に偶数個の円が環状に接している．このとき 2組の相対
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する円の直径を東，西と南，北とするとき，次の関係式

1
東
+

1
西
=

1
南
+

1
北

が成り立つ．

この小論では，第 2節でシュタイナー円鎖と池田の定理について述べ，第 3節で一般化に
必要な補題を用意し，第 4節で池田の定理の一般化を行い，第 5節で一般化された池田の定
理を証明する．

2 シュタイナー円鎖と池田の定理

池田の定理はシュタイナー円鎖に関するものなので，シュタイナー円鎖について説明する

ことから始める．
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図 2 シュタイナー円鎖

図 2のように，外円とその内部の内円が与えられているとする．外円と内円に同時に接す
る 1つの円を C1 とする．次に，外円と内円に接し，かつ C1 に外接する 1つの円を C2 とす

る．続いて，外円と内円に接し，かつ C2 に外接する 2 円のうち C1 と異なるもを C3 とす

る．以下同様にこの操作を繰り返して，順に円 C1,C2, . . . ,Cn をとる．最後に，C1 と Cn が

ちょうど外接するとき，このようにして得られた図形を n個の円のなすシュタイナー円鎖ま
たはシュタイナー環と呼ぶ．
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図 3 シュタイナー円鎖の性質

n個の円のなすシュタイナー円鎖が 1つあるとき，その外円と内円は動かさずに，図 3の
ように，最初に選ぶ円を別の円 C′1 に取り換えて，同じ手順で C′1,C

′
2,C

′
3, . . .をとるとどうな

るだろうか．このときも 2円 C′1 と C′n が外接し，n個の円からなるシュタイナー円鎖になる
ことが知られている（[2] p. 284）．
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補題 1 外円とその内部の内円が与えられている．その外円と内円に対し，n個の円のなす
シュタイナー円鎖が 1つ作られるならば，最初の円の位置をどこに取ったとしても n個の円
のなすシュタイナー円鎖が作られる．

この補題の証明には，次の反転の性質が用いられる．反転の定義と性質を簡単にまとめる．

定義 1 図 4のように，点 Pを中心とする半径 rの円が与えられている．平面上の任意の点
Xに対して関係式 PX · PX′ = r2 を満たす半直線 PX上の点 X′ を対応させる写像 X 7→ X′ を
反転という．このとき，円 Pを反転円，点 Pを反転中心，rを反転半径という．

P

r

X

X’

図 4 反転の定義

この定義のままでは，反転中心 Pに対する反転像が定義されない．そこで無限遠点 ∞を
導入し，反転中心の反転像を無限遠点とし，無限遠点の反転像を反転中心と定める．つまり，

平面 R2 の 1点コンパクト化を S 2 ≃ R2 ∪ {∞}とするとき，反転は連続な全単射 S 2 → S 2 と

なる．

反転の性質　直線と円の反転による像は次のようになる．

(1) 反転中心を通る直線はその直線自身に移る．
(2) 反転中心を通らない直線は反転中心を通る円に移る．
(3) 反転中心を通る円は反転中心を通らない直線に移る．
(4) 反転中心を通らない円は反転中心を通らない円に移る．

次の補題はよく知られている（[2] p. 427, [4] P. 30）．
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図 5 同心円化

補題 2（同心円化） 図 5のように，共有点をもたず同心円でもない 2円 C1, C2 （実線）が

あるとき，中心が Pまたは P′ の反転円（破線）による反転で，2円を同心円 C′1, C′2 （一点
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鎖線）に移すことができる．ここで，lは 2円の中心を結ぶ直線，mは 2円の根軸†で，それ
らの交点 Sから円に引いた接線を STとし，ST = SPとなる直線 l上の点が P,P′ である．

(補題 1 の証明) 　図 2 のように n 個の円 C1, . . . ,Cn のなすシュタイナー円鎖があるとき，

補題 2によりある反転で図 6のように外円と内円が同心円となるように移すことができる．
従って反転の連続性より，反転で移る n個の円は互いに接していて，さらに内円と外円にも
接するので，すべて同じ半径となる．これら n個の円を少し移動させ，同じ反転で元に戻す
ことで図 3のようなシュタイナー円鎖が得られる． □

図 6 反転で同心円にする

シュタイナー円鎖を用いて，池田の定理を一般的に表すと次のようになる．

定理 1（池田の定理） nを 2以上の自然数とする．図 7のように，2n個の円のなすシュタ
イナー円鎖があり，その半径を r1, r2, . . . , r2n とする．このとき，各 i (1 ≦ i ≦ n)に対して

λi =
1
ri
+

1
ri+n

は同じ値をとる．
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図 7 池田の定理

ここで，補題 1 を使って，最初の円 C1 を少しずらして別の n 個の円からなるシュタイ
ナー円鎖を作ったらどうなるであろうか．ずらした円の半径を r′1, r

′
2, . . . , r

′
2n とすれば，池田

の定理 1により，各 j (1 ≦ j ≦ n)に対して

λ′j =
1
r′j
+

1
r′j+n

† 2円に対して，点 Xから 2円に引いた接線の長さが等しくなる（より正確には，後述の方べきが等しくな
る）ような点 Xの軌跡は直線となり，その直線を根軸という．2円が交わる場合は 2交点を結ぶ直線が根軸
である．
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は同じ値をとることになる．しかしながら，λi と λ′j が等しいかどうかについては，定理 1
は何も答えてくれない．そこでより強い池田の定理が必要となる．

先ほどの補題 1により，n個の円のなすシュタイナー円鎖が与えられたとき，最初の円 C1

を少しずつ移動させるとき n個の円は外円と内円の間を互いに接しながら連続的に回転する
ことになる．この動きをシュタイナー円鎖の回転と呼ぶことにする．

定理 2（強い池田の定理） n を 2 以上の自然数とする．図 7 のように，2n 個の円のなす
シュタイナー円鎖があり，その半径を r1, r2, . . . , r2n とする．このとき，

λ =
1
r1
+

1
r1+n

はシュタイナー円鎖の回転で不変である．

元の池田の定理では n個（有限個）の値が等しいとしかいっていないのに対し，強い池田
の定理ではシュタイナー円鎖の回転で半径 r1, r1+n が連続的に値が変化しても，それでも λ

の値は不変と主張しているのでより強い定理となっている．両者の証明の違いはというと，

証明方法にもよるが，元の池田の定理の証明方法を少し修正するだけで強い池田の定理とな

る場合が多い．

平田・四宮 [5]は池田の定理を次のように拡張している．

定理 3 m, nを 2以上の自然数とする．図 8のように mn個の円が内接するシュタイナー円
鎖があり，その半径を r1, r2, . . . , rmn とする．このとき，各 i (1 ≦ i ≦ n)に対して

λi =
1
ri
+

1
ri+n
+

1
ri+2n

+ · · · + 1
ri+(m−1)n

は同じ値をとる．
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図 8 池田の定理の拡張

この定理もシュタイナー円鎖の回転を使って強い定理として書き直すことができる．

定理 4 m, nを 2以上の自然数とする．図 8のように mn個の円が内接するシュタイナー円
鎖があり，その半径を r1, r2, . . . , rmn とする．このとき，

λ =
1
r1
+

1
r1+n
+

1
r1+2n

+ · · · + 1
r1+(m−1)n

はシュタイナー円鎖の回転で不変である．
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3 方べきと反転公式

次に円 C と点 Qに対して定まる値として，方べき h(C,Q)を定義する．

定義 2 円 C と点 Qに対し，方べき h(C,Q)を

h(C,Q) = QO2 − r2

と定義する．ここで，Oと rはそれぞれ円 C の中心と半径である．

方べき h(C,Q) は，点 Q が円 C の内部にあるとき値が負で，点 Q が円 C の周上にある
とき値が 0 となることに注意しよう．方べきの定義と方べきの定理との関係は次のように
なる．

補題 3 円 C と点 Qが与えられている．点 Qを通る任意の直線が円 C と 2点 A,Bで交わ
るとき次が成り立つ．

(1) 点 Qが円 C の外部にあるとき，QA · QB = h(C,Q)
(2) 点 Qが円 C の内部にあるとき，QA · QB = −h(C,Q)

（証明）点 Qを通る直径と円 C との交点を C,Dとする．点 Qが円 Oの外部にあれば図 9(1)
のようになり，方べきの定理より QA · QB = QC · QDなので，

QA · QB = QC · QD = (QO − r)(QO + r) = h(C,Q)

となる．点 Q が円 O の内部にあれば図 9(2) のようになり，同様に方べきの定理より
QA · QB = QC · QDなので，

QA · QB = QC · QD = (r − QO)(r + QO) = −h(C,Q)

となる． □

(2)(1)

O O

Q

QA

A

BB

CC

D
D

図 9 補題 3の証明

次に円の曲率を定義する．そのために円に「反時計回り」と「時計回り」の向きをつける．

定義 3 半径 rの円 C の曲率 kを

k =


1
r

円 C の向きが反時計回りのとき

−1
r
円 C の向きが時計回りのとき

と定める．また，直線の曲率は k = 0とする．
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反転と円の向きの関係は，図 10のように反転中心を Pとする反転で円 C が円 C′ に移る
とき，

(1) 点 Pが円 C の内部にあれば，点 Pは円 C′ の内部にあり，C と C′ は同じ向き
(2) 点 Pが円 C の外部にあれば，点 Pは円 C′ の外部にあり，C と C′ は反対向き

となる．また，反転円自身の向きは反転には関係しない．

(1) (2)

PP
C CCC ’ ’

図 10 反転と円の向きの関係

補題 4 中心が Pで曲率が k̄の反転円により，曲率 kの円 C が曲率 k′ の円 C′ に移るとき，

k′ = − k̄2 k h(C,P)

が成り立つ．この式は C′ が直線となる場合も成り立つ．

P

(1) (2)

A A A AB BBB

l lP

C
’

’’

’

’’

CC
C

図 11 補題 4の証明

（証明）図 11のように，点 Pと 2円 C,C′ の中心を通る直線を lとし，円 C1 と直線 lの交
点を A,B ，反転による A,B の像をそれぞれ A′,B′ とする．また PA = a, PB = b, PA′ =
a′, PB′ = b′ とおくとき，反転の定義により

aa′k̄2 = 1, bb′k̄2 = 1

である．そこで，点 Pの位置で場合分けする．

（点 Pが円 C の内部にあるとき）　図 11(1)のような位置関係にあるので，k, k′ > 0と仮定
すると，曲率と方べきの定義により

k(a + b) = 2, k′(a′ + b′) = 2, h(C,P) = −ab

となる．従って

k′ =
2

a′ + b′
=

2
1

ak̄2
+

1
bk̄2

= k̄2ab
2

a + b
= −k̄2kh(C,P)
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となる．k, k′ < 0の場合は，k(a + b) = −2, k′(a′ + b′) = −2となるが，結果は同様である．

（点 Pが円 C の外部にあるとき）　図 11(2)のような位置関係にあるので，k > 0, k′ < 0と
仮定すると，曲率と方べきの定義により

k|a − b| = 2, k′|a′ − b′| = −2, h(C,P) = ab

となる．従って

k′ =
−2
|a′ − b′| =

−2∣∣∣∣∣ 1
ak̄2
− 1

bk̄2

∣∣∣∣∣ = k̄2ab
−2
|a − b| = −k̄2kh(C,P)

となる．k < 0, k′ > 0の場合は，k|a − b| = −2, k′|a′ − b′| = 2となるが，結果は同様である．

最後に，円 C′ が直線となるのは反転中心 Pが円 C の周上にあるときなので，h(C, P) = 0
で k′ = 0となるので，両辺共に 0となることで，補題が成り立つ． □

上の補題 4を曲率ではなく半径で表すと，円の向きが無視されて，よく知られた次の反転
公式となる（[2] p. 427, [3] p. 15, [4] p. 30）．

系 1 中心が Pで半径が r̄の反転円により，半径 rの円 C が半径 r′ の円 C′ に移るとき，

r′ =
r̄2

|h(C,P)| r

が成り立つ．

4 池田の定理の一般化

この節で池田の定理を順を追って一般化していくが，証明は一般化した最後の定理 8につ
いてだけ次節でつけることにする．そうすることでそれ以前の定理はすべて系として証明

されることになるからである．以後，前節で定義した曲率を使って定理を記述することに

する．

定理 4からシュタイナー円鎖（隣の円と接している）という条件をはずすことで，次のよ
うに一般化できる．隣の円とは離れていても交わっていても構わないが，n個の円の中心が
正 n角形をなすことが条件である．

(a) (b)

O1

1

O2
2

O3
3

O4

4

O5
5

P

’
’

’

k

’k

’k

’k

’k

図 12 定理 5の n = 5の場合
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定理 5 図 12(a)のように外円と内円が原点を中心とする同心円でその間に n個の円が接し，
それらの円の中心 O1, . . . ,On が正 n角形をなし，n個の円はみな同じ向きとする．それをあ
る反転中心 Pで反転させて得られる図 12(b)の n個の円の曲率を k′1, . . . , k

′
n とする．図 12(a)

の n個の円が原点の周りを等速に同じ向きに回転するとき，反転で得られる図 12(b)の n個
の円も回転する．この回転で

λ = k′1 + k′2 + · · · + k′n

は不変である．

図 12は，反転中心 Pが内円の内部にある図となっている．そのため (a)の回転する n個
の円の向きがみな反時計回りのとき，(b)の n個の反転像の向きはすべて時計回りで曲率 k′i
は負である．

次の図 13は，反転中心 Pの位置が異なっている．この (a)では反転中心 Pが円 O2 の内

部に入っている．反転させると (b)にように，円 O2 の反転像だけが反時計回りで，他の円

の反転像は時計回りとなる．そのため曲率は k′2 のみ正で他は負である．(a)の n個の円の回
転を続けると，点 Pが円周上にのったり，場合によっては（2円が交わっているときなどに
は）点 Pが同時に 2円に含まれるなど，状況は刻々と変化する．それに従い曲率 ki の値も

符号も変化する．そのような値と符号の変化がある状況の中であっても，定理 5により式 λ
の値は不変である．

(a) (b)

O
5

5

O

1
1

O

2

2

O

3
3

O

4
4

P

’k

’

’

’

k

’k

図 13 定理 5で点 Pが円 O2 の内部にある場合

さらに正多角形という条件をはずすと次のように一般化できる．ここからキーワードとし

て「重心」が登場する．

定理 6 図 14(a)のように外円と内円が原点を中心とする同心円でその間に n個の円が接し，
それらの円の中心を O1, . . . ,On とし，すべて同じ重さを持つとしてその重心が原点であると

仮定する．また，n個の円はみな同じ向きとする．それをある反転中心 Pで反転させて得ら
れる図 14(b)の n個の円の曲率を k′1, . . . , k

′
n とする．図 14(a)の n個の円が原点の周りを等

速に同じ向きに回転するとき，反転で得られる図 14(b)の n個の円も回転する．この回転で

λ = k′1 + k′2 + · · · + k′n

は不変である．

次に，n個の円が外円と内円の間にはさまれているという条件をはずしてみる．
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図 14 定理 6の n = 5の場合
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図 15 定理 7の n = 7の場合

定理 7 図 15(a) のように平面上に曲率が等しい n 個の円があり，それらの円の中心を
O1, . . . ,On とし，すべて同じ重さを持つとしてその重心が原点 O であると仮定する．それ
をある反転中心 Pで反転させて得られる図 15(b)の n個の円の曲率を k′1, . . . , k

′
n とする．図

15(a)の n個の円が重心 Oの周りを互いの距離を保ったまま同じ向きに回転するとき，反転
で得られる図 15(b)の n個の円も回転する．この回転で

λ = k′1 + k′2 + · · · + k′n

は不変である．

最後に，図 16(a) のように n 個の円の曲率が等しいという条件をはずす．円の向きも異
なっていてよいとする．ただし注意することは，重心を求めるときには曲率 ki の符号に注意

して重心を求めることである．

(a) (b)

O

O

O

O

O

O

P

’

’

’

’

’

’

’

O1

1

O

2

2

33
44

5

5

6

6

77 k

k

k

k
k

k

k

図 16 定理 8の n = 7の場合

定理 8 図 16(a)のように平面上に向きをもつ n個の円があり，それらの中心を O1, . . . ,On

とし，曲率を k1, . . . , kn (
∑n

i=1 ki , 0)とする．各点 Oi の重さを ki としたときの n個の点の
重心が原点 Oであると仮定する．それをある反転中心 Pで反転させて得られる図 16(b)の n
個の円の曲率を k′1, . . . , k

′
n とする．図 16(a)の n個の円が重心 Oの周りを互いの距離を保っ

たまま同じ向きに回転するとき，反転で得られる図 16(b) の n 個の円も回転する．この回
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転で
λ = k′1 + k′2 + · · · + k′n

は不変である．

5 一般化された池田の定理の証明

高校の教科書に次のような軌跡の問題がある．

問題 1 2点 A，Bに対し，「AP2 + BP2 = 一定」である点 Pの軌跡を求めよ．

この問題の軌跡は ABの中点を中心とする円となる．これを n点に拡張すると次の補題と
なり，一般化された池田の定理を証明する際の鍵となる（[2] p. 299）．

補題 5 平面上の n個の点 A1,A2, . . . ,An と n個の定数 w1,w2, . . . ,wn があり，各点 Ai の重

さを wi としたときの n個の点の重心を Gとする．このとき

n∑
i=1

wiPA2
i =一定

である点 Pの軌跡は Gを中心とする円である．ただし，各 wi は正負どちらの値をとっても

よいが，
∑n

i=1 wi , 0と仮定する．

（証明）重心 Gを起点として，
−−−→
GAi = ai，

−−→
GP = pとおくとき，重心の定義により

w1a1 + w2a2 + · · · + wnan = 0

である．そこで
∑

wiPA2
i = kとするとき，

k =
∑

wiPA2
i =

∑
wi|ai − p|2

=
∑

wi

(
|ai|2 − 2ai · p+ |p|2

)
=

∑
wi|ai|2 − 2

(∑
wiai

)
· p+

(∑
wi

)
|p|2

=
∑

wi|ai|2 +
(∑

wi

)
|p|2

従って

|p|2 = k −∑
wi|ai|2∑
wi

=一定

となり，この式の右辺が正であれば点 Pの軌跡は Gを中心とする円となる． □

補題 5が意味することは，点 Pが Gを中心とする円の周上を動くとき
∑

wiPA2
i は一定で

変化しないことである．ここで見方を変えて，点 Pは動かさずに，n点 A1, . . . ,An が Gの
周りを回転すると考えても，同様に

∑
wiPA2

i は一定で変化しない．それが次の系 2である．

系 2 平面上に n 個の点 A1, . . . ,An と n 個の定数 wi,w2, . . . ,wn があり，各点 Ai の重さを

wi としたときの n個の点の重心を Gとする．また，Pを定点とする．n点 A1, . . . ,An が重
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心 Gの周りを互いの距離と重心を保ったまま同じ向きに回転するとき，
n∑

i=1

wiPA2
i

の値は一定である．ただし，各 wi は正負どちらの値をとってもよいが，
∑n

i=1 wi , 0と仮定
する．

これで証明の準備が整ったので，定理 8の証明に取りかかる．

（定理 8 の証明）図 16(a) のように平面上に定理 8 の仮定をみたす n 個の円があるとする．
反転円の中心を P，曲率を k̄とし，各円 Oi に対する点 Pの方べきを hi とする．反転によっ

て得られる円の曲率 k′i は補題 4により

k′i = − k̄2 ki hi

である．そこで λの値を計算すると，

λ =
∑

k′i = −
∑

k̄2kihi

= −k̄2
∑

ki

PO2
i −

1
k2

i


= −k̄2

(∑
kiPO2

i −
∑ 1

ki

)
となる．ここで， ki を系 2の wi とみなすことにより

∑
kiPO2

i は一定となり，従って λは一

定である． □

6 おわりに

池田の定理の一般化は卒業研究での学生との共同研究 [5]に始まる．その論文での主要な
結果は定理 3 で，その証明には問題 1 を n 点に拡張した重心の性質を用いた．その証明か
ら逆に，今度は池田の定理をどこまで一般化できるかを検討したことにより，この論文へと

発展した．高校の数学の教科書によく用いられる軌跡の問題が，このようなところに深く関

わっているとは驚きであった．

最後に，本研究は JSPS KAKENHI Grant Number JP17K00978の研究助成を受けて行った
研究成果である．
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