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1 は じ め に

和算の問題には 2円 θα,θ夕に挟まれた領域に,円鎖θl,θ 2,・・・,θ"を 容れ,

その円径を問う問題が多数ある。そのような円鎖は第 2節にまとめているよう

に,2円 θα,θぅの位置関係で楕円型,放物型,双曲型に分類することができる。

筆者はこれまでに,[6]において放物型円鎖をとりあげ,[8]において,双曲

型円鎖の特別な場合にあたるシュタイナー円鎖を取り上げている。

この論文では,算変座標の手法を用いて,楕円型円鎖と双曲型円鎖の一般論

を展開し,円鎖中の任意の 2円の反転距離 s(θ ,,の )を 計算する累円公式とそ

れを利用して曲率を求める公式を導く。また,円鎖中の円径を漸化式で計算す

る安島直円の廉術を,符号つき曲率を用いて現代化した符号つき廉術を紹介す

る。廉術については [1][2]の研究があるが,こ の研究はそれらとは異なっ

た手法を用いている。

2 円鎖の定義と分類

2つの有向円θα,θぅに挟まれた円鎖を定義するために,補題を用意する。

補題 1 2つの有向円θα,θ。(s(`α ,θ。)′ -1)と その 2円に有向外接する
`1が

与えられている。s(`α ,`。 )>-1の とき,3円 θα,θ。,θ lに有向外接するθ2は

ちょうど2つ存在する (図 1)。



130 松山大学論集 第 38巻 第 1号

図 1 補題 1 図2 αく-1の場合はο2が存在しない

(証明)基準 3円をσα,`め ,θ lと し,s(θα,θ。)=α とぉくとき,基準距離は(1,
1,α )で σ=(α +1)2>0と なる。このとき,θ2の算変座標は [1,1,1]と な
るが,[7]の定理 5に よりこの座標に対応する有向円θ2が存在するための条
件は

o+t:(o+l)'z+7 +6o-o2:8(a+ 1)> 0

となる。従って,仮定α≠-1に より,α >-1の ときθ2が存在する。[9]の
定理 10に より,その数は高々2個である。ここで,算変座標が [1,1,1]と
なる円θ2がただ 1つ と仮定 してみる。基準 3円 ια,θ。,θlの 直交円をθθとす

るときθ′′⊥θ2,すなわち s(ι″,θ2)=0と なるはずである。そこで,`。 [0,0,0]
と
`2[1,1,1]の

反転距離 s(θ″,`2)=″ を [lo]の定理 2に代入して計算してみ

ると

(α +1)(αχ2+″ 2_8)=0

となり,α ≠-1なのでχ=oと すると8=0と なり矛盾が生じる。従って,算
変座標が [1,1,1]と なる円ι2がただ1つ ということはあり得ない。よって

,

円θ2はちようど2つ存在する。                    □
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図 2は α<-1の 場合の図で, このときθlは存在するがθ2は存在しない。

次に,2有向円
`α

,θゎに挟まれた円鎖を定義する。

定義 1 2つの有向円θα,θ b(s(θα,ιb)>-1)が 与えられていて,こ の 2円 に

有向外接する%個の有向円a,θ2,…・,θ "(π ≧2)が次の 2つ の条件 (a),(b)

を満たすとき,θ l,θ2,… ,θ″は
`α

,θ
`,に
挟まれた円鎖と呼ぶ。

(a)

(b)

s(α ,α+1)=1  (″ =1,2,...,π -1)

θ′≠θ′+2  (グ =1,2,… ,%-2)

さらに次の補題により円鎖はいくらでも延長できる。

補題 2(円 鎖の一意拡張性)2つ の有向円θα,θぅに狭 まれた円鎖θl,… ,

ι"(%≧
2)が与えられたとき, これを拡張した円鎖θl,..。 ,θ″,θ"+1,_は 一意に

定まる。

(証明)定 義 1の仮定によりs(θα,θろ)>-1な ので,3円 ια,θら,θ″を基準 3

円として補題 1を 適用すると,算変座標が [1,1,1]で あるθ"+1は ちようど

2つ存在する。その一方はθ″_1な ので他方をι″.1と することで,θ″+1は一意

に確定する。同様にしてθ
"+2,¨
・も一意に確定する。          □

また,逆向きにθ2,θ l,60,ι-1,… のように拡張することも一意に可能である。

円鎖は次の図のように s(θα,の )=α の値により3つ に分類 される。2円

`α

,θ。が 2交点を持つ -1<α <1の場合は楕円型円鎖 (図 3),2円
`″

,θ。が

有向外接するα=1の場合は放物型円鎖 (図 4),2円 θ“,ιらが共有点を持た
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ないα>1の場合は双曲型円鎖 (図 5)である。双曲型円鎖で最初の円と最後

の円が有向外接する場合 (s(61,θ ")=1,ι "■ 1=θ l,θ "+2=θ 2,… )が ,い わゆるシュ

タイナー円鎖 (円環)である。

図 3 精円型円鎖 図 4 放物型円鎖 図 5 双曲型円鎖

この論文で取 り上げる累円公式 とは,円鎖中の 2円 θ,,の の反転距離の値

s(`,,の )を決定する公式である。放物型円鎖については [6]で述べたように

次の定理が成 り立つ。

定理 1 放物型円鎖における累円公式は

S(θ′,θ
'十

″)=2π 2_1

である。

楕円型円鎖と双曲型円鎖の場合はαの値が累円公式に関わるので,定理 1

のような簡単な式にはならない。

3曲 率 公 式
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したものである。有向円θの符号つき半径が
γのとき,θ の符号つき曲率たと

はγの逆数ヵ=1″ のことである。有向直線の符号
つき曲率はた=0と する。

円に関する公式は,半径で表すより曲率で表した方が簡潔
となる場合が多い

ので,曲率を使って公式が表現されることも多
い。また算変座標の半径公式に

ついては,[7]の定理 9,定理 10の ように基準 3円 の中に直線
が含まれる場

合を別定理にする必要があった。しかし
これから述べる曲率公式は,直線が含

まれる場合も1つの公式で済ますことができる
ので,応用が広い。

しかし,半径公式にγt=1ル′を代入することによる曲率公式
の導入では,

曲率力′が 0の場合を証明したことにはならな
い。曲率が 0の場合を含む曲率

公式の証明は論文 [lo]で行った。

定理を述べる前に記号の説明をする。変数
着,ノ,(″ =1,2,3)に 対して記号

島,っ ,(グ =1,2,3)を 次のように定める。

it: XzXs, iz: ItXt, *t: Xt)Q

$t,: xzyt+h!2, ffr: r*Yr*nY'.t, fi3: nYz*xzYr

定理 2(曲率公式)基 準 3円 を `1,ι2,`3(符
号つき曲率はそれぞれた1,力2,力3)

とし基準距離が (ι l,ι 2,θ3)で σ≠oと する。有向円
θの算変座標を[Sl,S2,S3]

とするとき,円 θの符号つき曲率たは次の 2次方程式

(ok- p)'-(o *r, )+ : o

で求まり,その解の公式は

ここで述べる曲率公式は,[7],[9]の 半径公式を曲率を使って表現しなお である。ここで

力=
ρ 土

σ

τた



134 松山大学論集 第 38巻 第 1号

ρ=思 {(ι′+a)。′+(1-イ )S,れ )

τs=思
12(ι′+a)ξ′+(1-ι′)s′ }

τ々=二 {2(a+a)ふ +(1_ダ )れ2)

とする。

ここで紹介した曲率公式はσ′0の場合の公式である。σ≠oと いう制約の
もとであるが,扱いやすく表現されている。σ=oを含む場合にも適用できる
曲率公式は [10,定理 1]で,5次の行列式で表されている。距離公式につい
ても同様で,σ =0を含む場合にも適用できる距離公式は [lo,定理 2]であ
る。

曲率公式は一般の場合の 4円 を扱っているため,lo変数からなる複雑な式
となっている。次に紹介する符号つき4円傍斜術は,10変数のうち 5変数の
値が 1(有向外接 している)と なる特別な場合であり, この論文の主題となる
円鎖の性質の研究に適しているより簡潔な公式である。和算の公式集である『算
法助術』に取 り上げられている 5通 りの四円傍斜術を一つにまとめた公式と
なっている。符号つき4円傍斜術については [lo]で取り上げている。

定理 3(符号つき4円傍斜術)4有 向円ια,θ O,θ l,θ2があり,それぞれの符
号つき曲率を力

“,れ ,ヵ l,ヵ 2と する。ι″とθゎの組み合わせ以外の,他の 5通 り
の 2円の組み合わせは互いに有向外接 していると仮定する (図 6)。 θαとθらの
反転距離をα>-1と し,β を (α +1)(β +1)=4に より定まる値とするも'こ の
とき
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(a)(α +1)2(ヵ l十た2)2_4(α +1){(力α十為 )(力 1+力2)+2た 1カ2)+4(力α―為 )2=0

(c)4(力 1+力2)2_4(β +1){(為 十為)(力 1+力 2)+2た 1カ 2)十 (β +1)2(れ ―為)2=0

/.、  _ 2(力α+為 )+(3-α )力 1± 2、/τ『肩liri:万了万i「I「π「:「:12(α T:T下万7
0ヽノ  た2=~~~丁~~~~~~~~~~~~~~~~~万~TT~~~~~~~~~~~~~~~~

/A、  ム _(β +1)(れ +たι+2カ 1)-2た 1
＼u/ κ2-~~~~~~万 ~~~~~

土 β+1 た1+たα kr*kt -2 β+1)力 F

が成り立つ。

図 6 定理 :符号つき 4円傍斜術

(証明)基 準 3円 をθl,θ 2,`α とするとき,基準距離は (ι l,の ,a)=(1,1,1)
でσ=4である。有向円θ。の算変座標は[Sl,S2,S3]=[1,1,α ]な ので,こ れら

の値を定理 2(曲率公式)に代入すると

ρ=2(α +1)(力 1+力 2)+4カα

τs=4(2α +1)

τ々 =4(力 1カ 2+た 2カα+たα力1)

(σた。_ρ )2={_2(α +1)(力 1+た 2)+4(力ゎ―為 )}2

(σ +a)躍 =32(α +1)(力 1カ2+力 2たα十わ説1)
1)こ のβは5節の定義 6で共役反転距離と名付けられるものである。
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となるので,こ れを(磁b_ρ )2_(σ +rs)τ =々0に代入して整理すると (a)の
(α +1)2(力 1+力 2)2_4(α +1){(力α+ヵ b)(ヵ l+た2)+2カ 1カ2}+4(力α―ヵ。)2=0がイ早られ
る。この式をヵ2の方程式として整理すると,方程式は

(o+ L)'.kl +2(q + t)Akz+ B : 0

aYt* L<v,<, A, B t*.

A : {(o + 7) h - z(k" + kt )} _ 4kr

B : {(q + t) k, - 2(k, + h )}, _ t6k,kt

となる。ここで (α +1)た2=χ とおくとき,方程式は

χ2+24χ +β =0

となり,判別式が

D′ =42_B

=-8カ 1{(α +1)た1-2(力
“
+為 ))+1(,″ F+16カα力。

=16(た 1+ヵα)(ヵ l+ヵ。)_8(α +1)た F

となるので
,
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力2=
2(力α+為 )十 (3-α )力 1士 4 力1+た a 力1+た。 -2 α+1)々子

が得られる。最後に

α+1

(c)と (d)はそれぞれ (a)と (b)に

α+1=が計

を代入して整理することで求まる。                  □

.4 
等距離直交円列

円鎖には等距離直交円列が関わっている。ここでは等距離直交円列の定義と

性質を述べることにする。

2つ の有向円の集合 S,S′ が与 え られた とき,任意のθ∈Sと 任意の

θ
′∈S′ に対して常にθ⊥θ

′が成り立つとき,S⊥ S′ と書くことにする。

定義 2 図 7,図 8の ように,2有向円θα,θらがありs(ια,θ。)=α ≠±1と す
る。有向円列αl,α2,… ,α″(π ≧2)と 定数力≠±1があり次の条件

137

{θα,θι)⊥ {α l,...,α″}

s(α′,湯 +1)=力  (グ =1, 2,_., %-1)

α′差妨+2(″ =1,2,… ,%-2)

をみたすとき,α l,α2,...,″"を
ια,θ♭の距離力の等距離直交円列という。

(a)

(b)

(c)

χ=―ス土/DF

=2(力α+為 )+(3-α )ヵ l士

である。従って (b)の

4 力1+力α (h+kr,)-Z α+1)た′
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凛 め グ,

図7 等距離直交円列 lα lく 1 図8 等距離直交円列 lα l>1

補題 3 反転距離がα差±1の 2有 向円θα,θιに距離力の等距離直交円列
αl,α2が存在するための条件は
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補題 4(等距離直交円列の一意拡張性)有 向円θα,θらの距離たの等距離直交

円列グ1,α2が 与 え られた とき,こ の 円列 を拡張 した等距離直交円列

αl,グ2,一 ,α"は
~意に定まる。

(証明)θα,`ι の等距離直交円列あ,α2が与えられているので補題 3が成り立

つ。基準 3円をθα,θゎ,α2と しS(`α ,`ら )=α とおくとき,基準距離は(0,0,α )

でσ=α 2_1矛 0と なる。α3の算変座標は円鎖の仮定より[0,0,力 ]である。グ3

の存在は補題 3の証明と同様にしてσ+τ ≧0に より保証される。算変座標

[0,0,力 ]に対応する円が 2個あるとすれば,その一方がαlで他方がグ3と なり,

等距離直交円列が拡張される。α4以後も同様である。

最後に,算変座標 [0,0,力 ]に 対応する円が 1個ではないことを確認する。

ここで場合分けする。

(lα l>1の場合)こ のときσ>0なので,基準 3円 θα,θ。,α2の直交円α,が存

在 しその算変座標 は[0,0,0]で あ る。[9,定 理 10]に よ り,算 変座標

[0,0,力 ]に対応する円がαlのみとなるのは,ι`,上 αlと なるときである。距離

公式によりs(θθ,グ3)=χ を計算すると

χ2=1_ヵ 2

となるので,1冽 <1に よりχ≠0であり,θク⊥αlと なることはない。

い |<1の場合)lα l<1な ので 1冽 >1と なり,′ 1と グ2は共有点を持たない。

またσ<0な ので,[9,定理 4]に より基準 3円 θα,θ。,α2の直径交差円θ々が

存在 し,`た はα2に 直径交差する。従って,グ2は
`力

のある直径 ABの両端点

A,Bを通る。算変座標 [0,0,力 ]に 対応する円がαlのみとなるのは,[9,定

理 9と 補題 10]に より,αlが θ々 のある直径CDの両端点C,Dを 通るときで

ある。従ってグ1,α2は共有点を持つことになり,矛盾が生じる。     □

α

ε″

εl

(a)

(b)

lα l>1の とき1冽<1

1α l<1の とき1冽>1

である。

(証明)s(`α ,σ。)=α なので,基準 3円 をθα,ι。,αlと するとき基準距離は
(0,0,α )で σ=α2_1/0である。[7]の定理 2と [9]の定理 2に よりこのよ
うな基準 3円

`α

,ιヵ,″1が存在する。また,α2の算変座標は [0,0,力 ]な ので

σ+τ =α 2_1+ヵ 2(1_α 2)=(α 2_1)(1_ヵ 2)

となる。[7]の定理 5と [9]の定理 8に より,有向円グ2が存在するための条
l*lJ o+r > 0 l,: J tl

(α
2_1)(1_ヵ 2)≧ 0

となるので,lα l>1の とき1冽<1で ,lα l<1の ときレ|>1と なる。



140           松山大学論集 第38巻 第 1号

等距離直交円列 ″1,α2,… ,α"が楕円型円束をなすときは,2点 A,Bが あり,
すべての円α′がその 2定点を通る。α

`,α
′+1の なす角をθとすれば,αl,α′+"

のなす角は %θ となるので,等距離直交円列には %倍角の公式が関わることに
なる。

定義 3 整数 %≧ 0に対し第一種チェビシェフ多項式 2(χ )を つぎの漸化式

η (″ )=1,■ (χ )=χ,■ .1(χ )=2“ら (χ )-2_1(χ )

で定義する。

よく知られているようにCOS χとcoshχ に関して

cosntc:7, (cosr), coshnx: ?, (coshr)

が成 り立つ。最初の幾つかを具体的に記すと

2(χ )=幼 2_1,■ (″ )=な 3_翫,■ (χ )=&4_8χ 2+1,

■ (χ )=1傷 5_2∝ 3+レ,■ (χ)=326_4&4+1&2_1

で 一般に■ (χ )は整係数の%次多項式である。図 9と 図 10に 夕=■ (χ )と
y=■ (χ )の グラフを示す。

また,2(χ )は次の性質を持つている。

-1≦ χ≦1の とき-1≦ ■ 0の≦1

7"(1)=1,T″ (-1)=(-1)た

κが奇数のとき 2(χ )は奇関数で,%が偶数のとき 2(″ )は偶関数

″=cOsA型デォ生(力 =0,1,… ,κ -1)のとき2(χ )=0

χ=cOギ争(た =1,…,%-1)のとき極値猟χ)=(-1)た をとる

次に 2(χ )に関連する多項式として協 (χ )を定義する。多項式

2T"(χ )一″-1

は
“
=1を代入すると0と なるので (χ -1)を 因数にもつので

22(χ )一χ-1=(χ -1)(…多項式…)
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-1

(1)

(2)

(3)

(4)

-1

-1

図9 y=鶴 (″ )のグラフ 図10 y=■ (″ )のグラフ

(5)

0

と表すことができる。そこで多項式 L(χ )を
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.′ ′_、   27・″(χ )一χ-1
績 利 =~~~可

¬ 丁

~

と定義する。最初の幾つかを具体的に記すと

И)(χ )=-1,ス (″ )=1,L(″ )=4“ +3,

‰ (χ )=謗 2+&+1,

4(χ )=1(〕χ
:'+1伽 2_1,

‰ (χ )=3ン 4+3幼 3_翫 2_&+1,

降 (χ )=6Zレ 5+64χ 4_3乏ケ3-32χ 2+ケ +3

(1)

である。

補題 5 多項式 L(χ )に ついて関係式

(χ
_1)(‰

(χ ))2+2(χ +1)ん (χ )+χ +2=L(χ )

が成り立つ。

(証明)多項式 2(χ )は cos χのκ倍角の公式にあたるので

12, ftos x) : cos 2nx : 2 cos2 nx - | : 2 {7, (cos x)}' - |

をみたし,関係式 L(χ )=2{得 (χ ))2_1が成 り立つ。これを求める式の左辺

に適用すると

円 鎖 と 累 円 公 式

1271″ (″ )一χ-1)2,2(χ +1)( 2T"(χ )一χ-11

χ-1 χ-1
キχ+2

4 Ъ χ 一χ-3 2T2"(χ )~χ ~1_I′  r.´ヽ=~~~可
=丁
~~=/2"W

χ ―

が得られる。 □

補題6 2有 向円θα,ι。と3有 向円αl,α2,α3があり,(`α ,`み }⊥ {グ 1,α 2,洗 }

とする (図 11)。 ここで s(読 ,′2)=″,S(め,α3)=夕,S(グ 1,α3)=Zと するとき,

t(2+y2*22*Zxyz-l:0

が成 り立つ。ただし,s(θα,ιι)=α ≠±1と する。

あ

図11 補題 6

(証 明)基 準 3円 をθらι。,αlと す る と き,基 準 距 離 は(0,0,α )で

σ=α 2_1≠ 0である。グ2,a3の算変座標はそれぞれ″2[0,0,χ ],α3[0,0,z]で

S(α2,α3)=夕 である。これを距離公式に代入すると

(α
2_1)2(χ 2+夕 2+z2+2“%~1)=0

εα

(″
_1)(ん

(χ ))2+2(χ +1)‰ (χ )+χ +2

となり,α ≠±1に より,
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χ2+夕 2+″ 2+2りlz_1=0
円鎖 と累 円公式

″2+2カα″χ+α′+力 2_1=0
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が得られるる)

により

定理 4 2有 向円θα,θめの距離力の等距離直交円列を fα")と する。このとき

S(″′,4+")=(-1)"+12(力 )(π ≧0)

が成 り立つ。

(証明)α"=s(″1,あ +1)(%≧ 0)と おくとき

α"=(-1)π
+17)(力

)

を示せばよいoπ =0,1については

αO=S(αl,4)=-1=-71)(力 ),α l=s(α l,あ )=た =■ (力 )

が成 り立つ。そこで数学的帰納法により%ま でについてα"=(-1)"+12(力 )
が成 り立つと仮定 して,χ =α

"+1=S(αl,あ +2)を 計算する。このとき,3有向
円″1,み +1,あ +2に補題 6を用いると

S(αl'&+1)=α
",S(疏■1,み +2)=力 ,S(αl,α"+2)=″

となる。この″の 2次方程式の 2解はα"_1と α"+1である。従って,解 と係数

の関係により

α
"+1+α "_1=-2カ

α
"

となり

α"+1=-2λα"一α"_1

=― (-1)"+12カτ
"(力
)― (-1)"r"_1(力 )

=(_1)"+2{2カ2(力 )-2_1(力 )}

=(_1)"+22"+1(力 )

が得られる。従って数学的帰納法によりα"=(-1)"+12(力 )が任意のπ≧0に

対して証明された。                          □

5 算変座標を用いた累円公式

円鎖の累円公式を考えるにあたって,注意すべき点がいくつかある。その一

つが,2円 θ̀,θ。の反転距離をαとするとき,-1<α く1の場合には2円に挟

まれた円鎖が存在する領域が図 12の ように2つの連結成分に分かれることで

ある。円鎖は一つの連結成分内にとどまり他の連携成分まで到達することはな

い。

もう一つが,次の図 13と 図14の区別である。反転距離を用いた記述ではど

ちらの図の場合も

□

2)3円 ″1,あ ,あ は同一円東に属すので [5]の補題 18に相当する。 s(ca,α )=s(θa,α
′
)=s(`。 ,α )=s(θ。,″

′)=0
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s(co, c):s(ca, c')=s(ca, c):s(ca, c,):s(c, d)=s(c,, d,):L

となり,2つの図には明らかな相違があるのに,両者を反転距離や算変座標で
は区別できないことでぁる。

.図 12 2つの連結成分

ια

グ
′
′

図13 4α′が同じ向き 図14 4α ′が逆の向き

そこで,こ のような
`と
σの対 (θ ,α )に対して,向きを定義する。

定義 4 2円 θα,θoがありその反転距離をα>_1と する。2円 θ,″ が

lc", ctl.]-Id}, s(c., c):s(ca, c):1, s(c, d)= 1
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図 15の ように,`α ,θらの共役円対 (θ,α)があるとき,円 αはθα,θ。と交わ

ることで複数の円弧に分割される3)それらの円弧のうち,θ と″の接点 Tを含

む円弧を,円 αの向きに従い円弧 PQと する。点 Pが θα上にあり点Qがι。

上にあるとき,共役円対 (`,α )の向きはθαからθぅの向きと呼ぶことにする。

逆に,点 Pが θ。上にあり点 Qが θα上にあるとき,共役円対 (θ ,α)の向きは

θ。からθαの向きと呼ぶことにする。

P グ

図15 共役円対 (0,α )の向き

定義 5 θα,θ。の 2組 の共役円対 (θ ,α ),(亀 ″′)が あ り,(θμ )と (〆 ,α′)
が共にθ′からθ。の向きであるか,ま たは共にθゎからθαの向きであるとき,2

組の共役円対 (θ ,α )と (θ
′
,グ
′
)は同じ向きを持つと呼ぶことにする。

共役円対の向きを定義するときに用いた,円 グがια,`。 と交わることによ

る円弧の連結成分や,円 α上に並ぶ点の順番などは,一般メビウス変換で不

変なものである。従って同じ向きを持つという用語も一般メビウス変換で不変

である。

補題7(2つの共役円対の相互関係)図 16の ように,2有向円θα,θιに挟ま
れた領域の同一の連結成分内に同じ向きを持つ2つ の共役円対 (θ ,α ),

ια

Oo

をみたすとき,対 (ι,α )を θα,ιらの共役円対と呼ぶことにする。 3)α =1のときは3つの円弧で,それ以外のときは4つの円弧となる。
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(¨ グ
′
)がある。この とき,θα,ιめの反転距離 をα,s(グ,″

′
)=χ,s(θ,θ

′
)=ノ

とするとき,関係式

(a+l)r-(q-7)y+2:0

が成 り立つ。ただし,α >_1,α ≠1と する。

(証明)こ の補題は反転距離と算変座標を使った計算だけでは証明できないの
で,メ ビゥス変換で扱いゃすい形に変形してから幾何学的な計算により証明す
る。

グ

図16 補題 7

(-1<α <1の場合)このとき
`“

と
`.は
2交点を持つので,メ ビゥス変換で

その一方を原点に移し他方を無限遠点に移せば,図 17の ようにιαとθιは原
点0で交わる2直線となる。θαとιらのなす角をθとするときα=_cos θで
ある。θ,θ

′の符号つき半径をそれぞれら″
′
とする。グ,α

′はともに原点を中
心とする円となるのでそれぞれの符号つき半径を民 P′ とする。

0

グ
εα

グ
′

図17 補題 7の証明 (-1<α く1の場合)

共役円対 (θ ,α )と (こ α
′
)は θα,ιゎに挟まれた領域の同一の連結成分内に

あり同じ向きを持つので,Rと R′ は同符号で,γ と″′も同符号である。ここ

でγとRの符号が異なる場合には,原点 0を 中心とする円による反転で移す

ことにより,4″′,RR′ のすべてを同符号とすることができる。その符号が

すべて負の場合は,原点を通る直線による反転によりすべて正とすることがで

きる。以上によりγ,″
/,RR′ はすべて正で (円の向きは反時計回りで)ある

と仮定しても一般性を失わない?

比例関係″:″
′=R:R′ が成り立つので,正の定数力でもって

″
′
=力/,P′ =力R

と表すことができる。このとき

円 鎖 と 累 円 公 式 149

a

″=。 r″ ″′ヽ_Q二」壁三二l_三立_`上ユ壁 __上i±■力~…
…
~2駅 ′ ~ 2ば 2 ~2カ

となる。また,θ,θ
′の中心をそれぞれ P,P′ とするとき

PP′
2=(R′ +γ′_R_γ )2=(ヵ _1)2(R+γ )2

4)図 17は共役円対 (σ ,グ ),(4グ
′
)が共にὲか らιらの向きの場合である。逆向きの場合は

εαとθoの位置が入れ替わる。
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が成 り立つことと
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θαとθゎのなす角がθなので

円 鎖 と 累 円 公 式

α s(¨ )粍籍 霧

151

、■―=sin二手■=cos4
κ十″    Z    Z

イ+″′=-2α物飾

である。また,″,グ
′は原点を通る2直線となるので,グ,α

′のなす角をθと

するとき

tc: s(d, d'): - cos0

である。

グ
′

/    ヽ
′  ″  ヽ

蔦ヽ 7ノ
: cosz
θ  l+cos θ  l― α
2      2        2

により

y=s(θ θ)=221二∠生二4i

カー1
2(R+″
)2_ た2+1

2カ″2
″
2

１

一
上
た

２

一
２

カ

一一

γ

一

＋

一
″

Ｒ

一一

１

一上
カ

２

一
２

カ

一〓

=(― χ-1)
/ `■  ヽ
:___生__1

1ヽ-α ノ
+χ

2(χ +1)
=―一二―‐~十 χ
α -1

となり,分母を払うことで

(a+ r)x-(a - l)y+2:0

が得られる。

(α >1の場合)こ の場合は,メ ビウス変換により図 18の ようにθα,ιらを原
点 0を 中心とする同心円に移すことができ,その符号つき半径を /α ,ん とす
るとき,

図18 補題 7の証明 (α >1の場合)

ιαとθぅに挟まれた領域は一つの連結成分からなり, 2つの共役円対 (θ ,α ),

(`′ ,α
′
)は同じ向きなので,″ =″

′となる。ここで,γ =″
′<0であれば,原点

を中心とする円で反転することで /=/′ >0と 仮定しても一般性を失わない。

γ″,為 は異符号で,θ,θ
′の半径″は

α

″==
lr, +rtl

2
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1 .

=す (″a_/b)2(1+χ )

ノ=S(θ ,θ )=里り三=券-1

(物
_ら )2(1+χ )._(″ α_″ι)2(1+″ ).=~~~~~西
ア戸
~~~~~~・ =~~~て

フ「 T写丁下
戸~~~・

=卑鶴 響鼎 -1

(-2α %″。-2鯰 ″。)(1+χ ).
=~~~【Ii蒻

;ら

'7i「

‐
111'ラ:7:下

~~~~~・

(α +1)(1+χ ).
=~~~万
=丁
~~~・

円 鎖 と 累 円 公 式

が得られる。

円鎖に関わる補題をいくつか準備する。

補題 8 有向円θα,θo,α l,α2,θ があり,(ιらθo)⊥ (a,α2)で ,有向円θは 4

円θ̀,θら,αl,α2と有向外
接しているとする (図 19)。 このときs(θα,θo)=α ,

S(グ 1,α2)=β とするとき,

(α +1)(β +1)=4

が成り立つ?ただし,α >-1,β >-1と する。

図19 補題 8

(証明)基 準 3円 をθα,θ。,αlと するとき,基準距離は(0,0,α )で σ=α
2_1

である。α2,θ の算変座標はそれぞれα2[0,0,β ],θ [1,1,11で
S(″2,ι )=1で

ある。これを距離公式 [10,定理 2]の行列式
6)に代入すると

(α +1)(β +1)(αβ+α +β -3)=0

5)こ の補題は岩田 [1]での式 (2.3)に 相当する。

6)証明にはσ=0の ときにも成立する距離公式を用いた。

松山大学論集 第 38巻 第 1号

(角 十‰)2=4/2

である。θ,ι
′の中心をそれぞれ P,P′ とすれば

|_´      __ 1

0P=OP′ =」∠ムう=1⊥

となり,∠ POP′ =θ なので

により

となり,分母を払うことにより

PP′
2=OP2+OP'2_20P・ OP/cos θ

あ

(α +1)χ一(α -1)ノ +2=0
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となり,α >-1,β >-1に より,

(α +1)(β +1)=4

が得られる。

この公式は円鎖を考える上で重要な公式で,α =s(θα,θ。)の値が決まれば
,

円θの位置に関係なくβ=s(α l,α2)の値が決定される。そこで次のように定
義する。

定義 6 2有向円θα,θらの反転距離をα>-1と するとき,式

(a+L)(B+t):a

で定まるβ>-1を ια,θぅの共役反転距離と呼ぶことにする。

補題9 2有向円θα,θゎに挟まれた円鎖を{θη)と する。θα,θらに直交しθ′に
有向外接する2有向円の一方のαはα+1に有向内接する (図 20)。

円 鎖 と累 円 公 式

[0,0,1],[1,1,1]な ので,s(α ,o+1)=χ とおくとき距離公式により

155

□

(α +1)3(χ +1)(α%+χ +α _7)=0

となり,α >-1よ りχ=-1,I千
争
となる。従って一方のαはα+1と 有向内

接する。

定義7 2有向円θα,θoに挟まれた円鎖を{`″ )と する。ι,と α・ 1に接する補

題9の 円グを
`す

とα+1の共通共役円と呼ぶことにする。グの向きを明確にし

たいときには,ι′に有向外接する方をθ′の後共通共役円と呼び,それとは逆

向きとなるの+1に有向外接する方を
`′

■1の前共通共役円と呼ぶことにする。

円束 (参考 :[5]の 5節)と いう用語を用いて少し補足する。楕円型円鎖の

共通共役円の集合 {湯 }は双曲型円束に属し, どの2つの共通共役円も共有点

を持たない (図 21)。 双曲型円鎖の共通共役円の集合 {湯 )は楕円型円東に属

し,すべてのグ」は2定点を通る (図 22)。

補題 10(共通共役円の等間隔性)2有 向円θα,ιぅに狭まれた円鎖を {θ")と
し,θα,ι♭の共役反転距離をβとする。各ιIの前共通共役円をグ,と するとき,

S(α′,α′+1)|ま グ |こ よらず一定で

s(湯 ,湯 +1)=一β

である。

Oα

″

図20 補題 9

(証明)θα,θゎの反転距離をαとし,基準 3円 をθα,θら,θ′とするとき,基準
距離は (1,1,α )で σ=(α +1)2>0で あ る。4θ′・ 1の 算変座標 はそれぞれ
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s(a,a+″ )=(-1)"+171"(―β)
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図21 精円型円鎖の共通共役円 図22 双曲型円鎖の共通共役円

(証明)補 題 8よ りs(a,一湯+1)=β なので,s(a,み +1)=一βである。  □

この補題により,円鎖問題には等距離直交円列に関する定理が利用できる。

補題 11 2有向円θα,`ら に挟まれた円鎖を{θπ}と し,ια,θらの共役反転距離

をβとする。各ι,の前共通共役円をα′とするとき,

s(グ,, α′+″ )=-17‐ |″ (β )(%≧ 0)

が成 り立つ (図 23)。 ただし,s(θα,θ。)=α 矛1と する。

滋

図23 補題 11

(証明)各 ι,の前共通共役円がみで,補題 10に よりs(4,a+1)=― β矛±1
であるので,{″1)は θa,θぅの等距離直交円列である。定理 4に より

が成 り立つ。ここでπが奇数のときは篤 (χ )は 奇関数な
のでs(a,洗 +")=

-2(β )と な り,%が 偶数 の ときは■ (χ )は 偶 関数 なのでs(a,a+″ )=

-2(β )と なる。従って

s(グ,, α′+")=-71"(β )

が得られる。

これで準備はほぼ完了したので累円公式を述
べることにする。

定理 5(累円の距離公式)2有 向円θα,θぅに挟まれた円鎖を(α )と する。

ιa,θらの反転距離 をαォ1,共 役反転距離 をβ,s(θ l,ι3)=γ とするとき,

9"=s(a,α +")の値は

□

(a) Qn:
2-(α+1)7)(β )

α -1

(b),%=ん (β )

γ-3
(c)ク"=‰ 4(

乙 である。

(証明)各 ι′の前共通共役円をグ,と するとき,補題 11に より

s(α ,,α ,・ ")=―
T"(β )
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である。また,各 ′に対 して (0,a)は θα,θ夕の共役円対であり,円鎖により
繋がっているので

`σ

,θみに挟まれた領域の同一連結成分内にあ り同 じ向きを

持つている。従って,補題 7が適用できるので ,

(α +1)S(み ,″′+″ )― (α -1)s(θ′,θ′十″)+2=0

が成 り立ち,

円鎖 と累 円公 式         159

定理 6(累 円の曲率公式)2有 向円θα,θめに挟 まれた円鎖 (θi)が あり,

θa,θらの反転距離をα′1,共役反転距離をβとし,θα,ιら,θ,の符号つき曲率

をそれぞれたα,為 ,力,と する。このとき

hn*r : kr + A{V,(d) + 1 I * A,[V^(pli

が成 り立つ。ここで ,

4=:{(β +1)(晟″+力 +2カ )-4カ }

B= (β +1)(た 1+為 )(た 1+た o -2カ了
2

は%に依存しない定数である。

(証明)計 算の細部は省略して,計算の方針を述べることにする。基準 3円 を

`α

,θ o,θ lと すれば,基準距離は(1,1,α )で σ=(α +1)2>0で ある。定理 5(b)

により,s(ι l,θ″+1)=ク″=L(β )な ので,θ"+1の算変座標は[1,1,9″ ]である。

従って,曲率公式により

2(α +1)2(2"+1)ヵψ″+1+2(α +1)(ク "+1)2たα為

+(α +1)2(ヵ l_れ +1)2+(9"+1)2(為 _ヵ♭)2

-2(α +1)(`″ +1){2(た 1カ″+1+力“
れ)十 (力 1+れ +1)(力α+た。))=0

が成り立つ。この式にα+1=7+Tを代入して整理すると

`"-2」
二十曇
2(β｀

α-1~

となり (a)が得られる。この式に (α +1)(β +1)=4を代入することで

27″ (β )一β-1=ん
(β )ク″=~β -1

となり (b)が得られる。最後に,θ2の周りを4円 θσ,`1,ι O,θ3が取り囲んで

いるので,五円傍斜術に相当する [7]の定理 14に より

(α +1)(γ +1)=16

が成 り立つ。(α +1)(β +1)=4に より

ν_2
ρ _■___■■
″
~ 4

となり, これを (b)に代入することにより (c)と なる。 □

最後に,累円の距離公式で得られた値を用いて累円の曲率を求める公式を導

入する。
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32(4"+1)力 1カ "+1+8(β
+1)(2″ +1)2焼為

+16(力 1-れ +1)2+(β +1)2(9"+1)2(れ _為 )2

-8(β +1)(2″ +1){2(aれ +1+力αれ )+(力 1+力″.1)(力 a+為 ))=0

となり, さらにれ+1について解くと

k,+r:kt+A(q,+t)+gW

となる。ここで ,"=ん (β )な ので,補題 5を適用すると

kn+ r : kt + A{V. ( 0) + t} + B {V;TEI+1

が得られる。

この定理 6を用いる場合にち (χ )+1の計算が必要となる。計算の便宜のた

め表を用意する。

表 1 式 LO+1
偽 (κ )+1

4(″ +1)

2(レ +1)2

1(赦 :2(″ +1)

2(ケ 2+カー1)2

4(″ +1)(2κ +1)2(2″ -1)2
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複号のどちらを選択するかについてである。それには基準 3円 ὶ,θ。,ιlの直

交円ε。が関わっていて,求める円θ′が
`θ

の内側であるか外側であるかにより

適切な符号を選択することとなる。

楕円型円鎖のときは,θ2が θθの外側であればそれに続 くθ′はすべて外側と

なるので,θ2で選んだ符号をそのままθlに も適用 してよい。しかし双曲型円

鎖では,ι2が θθの外側であっても,α は途中からθθの内側に入ることがある。

そのため複号の選択にはそのつど何らかの判定が必要となるので厄介である。

6廉 術

廉術は安島直円が考案 したもので,2円 θα,の に挟 まれた領域 に円鎖

ιl,θ2,θ3,… があるとき,円鎖の半径 ″1,″2,″3,・・・を次の形をした漸化式

1

一二―=ス
1     1

″
"  
″
"-1

B
lt+l

により計算する方法である。

この節では,算変座標の考え方に従って廉術を再構築する。

定理 7(符号つき廉術)2有 向円ια,ιoに挟まれた円鎖θl,θ2,θ3,… があり,

それぞれの符号つき曲率をた1,た 2,力 3,…・とする。ια,`夕 の反転距離をα,共役

反転距離をβとし,それぞれの符号つき曲率を力α,たoと する。このとき次の

漸化式

2 3-α
―力"_1+
4 力α+為

(%≧ 2)
α十 α+1

(b)力″+1=2βヵ"―ヵ″_1+(β +1)(力α+た。)  (%≧ 2)

(a) 力″+1=

また, この定理 6を用いて累円の半径を計算する場合の注意点を説明する。 が成 り立つ?
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(証明)θ"の 曲率 を力″,θ"+1の 曲率 をχとし,4円 θα,`o,θ″,%+1に 定理 3

(符号つき4円傍斜術)を適用 し,χ の 2次方程式として整理すると

ノー{2β力η+(β +1)(れ 十為))χ +(…定数項…)=0

となる。この 2次方程式の 2解は力″+1と 力″_1なので,解 と係数の関係により

(b)の式

力".1+れ
_1=2βた
"+(β
+1)(為 +為 )

が得られる。これをαで書き直すと
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図24 問題 1

【解法】 図25の ように,赤白黒の3円が接している直線をJlと し,向 きは左

向きとする。黒,赤,自 ,黄,青の5円 をそれぞれθα,θ♭,θ2,θ3,θ4と し,円

の向きは反時計回りとする。また,外円をθ5と し円の向きは時計回りとする。

このとき,θα,ぁ に挟まれた Jl,ι2,θ 3,θ 4,ε5は双曲型円鎖をなしている。ま

た,θα,の ,′ 1,θ2,θ 3,θ 4の 符号つき曲率をそれぞれたα,力b,力 1=0,力 2,力 3,力 4

とする。

4 たα+力ぁ
α+1

(a)の式となる。 □

7応 用

応用例としては 4題 を取り上げる。最初は伊佐爾波神社の関家喜多次の算額

である。その内容と現代解は [4]に記されている。ここではその算額の問題

を累円の距離公式と累円の曲率公式を使って解いてみる。

例題 1 図24の ように,円弧内に青,黄,赤 ,白 ,黒の 5円がある。青,赤

黒の3円の直径が与えられたとき,自円の直径を求めよ。

れ+1+脇 _1=2(〔
,■上た"+α+1 ~・ '

鶴

′1

図25 問題 1の解法

2有向円θα,`。 の反転距離をα,共役反転距離をβとおく。ここで大事な点

は,′ 1と ε5が交わっていることである。すなわち,こ のαは4円からなるシュ

タイナー円鎖より小さく,5円からなるシュタイナー円鎖より大きいというこ7)こ の定理の (b)の漸化式は岩田 [1]の式 (2,1),(2,2)に 相当する。
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とである。従って [8,表 1]に より

ll-4/5<o <3
層  1

0<β <エテ (2)

を満たしている。

定理 3(符号つき4円傍斜術)の (d)に よりた2を求めると,た 1=0に より

力=午 (力α+力 ±2/扇爾7)

=重土上(/房士√D2

となる。この 2解は図 25でのθ2と そのθθによる反転像なので,求めるι2の

曲率力2は 2解のうち大きい方となり

た2=重上上(碑丁十√D2 (3)

である。

円ι4の曲率力4は ,累円の曲率公式 (定理 6)に た1=0を代入して表 1を 用

いて計算すると

1
(β +1)(たα+為 ),3= β+1 力αた。

2

kq: A{h@)+t}iB{VlpTi

=,(β +1)(2β +1)((2β +1)(為十為)± 2(1-2β )7万万}
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曲率 は 2解 の うち小 さい方 であ る。条件 (2)に よ り2β +1>β +1>0で

1-2β >0なので求める解は

1力4=ぅ
lβ
+1)(2β +1){(2β +1)(為十為)-2(1-2β )/房房} (4)

である。

最後に√;丁 =α ,√丁=ら ,(α +b)2=Pと おけば式 (3)に より

β+1=争 ,2β +1=≒手 1-2β = 3P-4み 2P

4=il

となるので式 (4)に代入 して分母を払うと

P3た 4=力 2(4た2~P)((4た 2_P)(α 2+ι 2)_2αι(3P-4カ 2))

ここで,α 2キι2=P_2αbを用いて整理すると

P2ヵ 4=た 2(4カ 2~P)(4カ 2-P-4αう)

となり,た 2の方程式として整理すると

16た 23_8(P+2αう)力′十P(P+4α b)力2-P2カ 4=0

が得られる。従って,力 2の 3次方程式

16カ′-8(α
2+4α♭+b2)力′十(α +b)2(α

2+6α♭十ι2)た2~(α +b)4カ4=0

を得る。この 2解は図 25でのθ4と そのθοによる反転像なので,求めるθ4の が導かれる。この 3次方程式の解力2が自円θ2の 曲率である。この式は曲率を
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使って表現されているが [4]の半径解と同じものである。

この後の 3題は愛媛の和算家大西佐兵衛の和算書『雑題』からの出題である。

最初は第 11巻の問題である (参照 [3])。

図26 雑題の問題 [11-4]

例題2 今,図 26の ように,4円が相接している。そのすき間に3円 を容れ
る。只云う,火円径 17.16寸,水円径3.9寸 ,本円径 2.86寸 ,金円径4.29寸

のとき,IL円径はいくらか。

【解法】 日月の 2円をθa,`ぅ とし,火水木金土の 5円をιl,`2,`3,θ 4,θ 5と し,

円の向きはすべて反時計回りとする。有向円θブの曲率をれとする。このとき

ιl,… ,θ5は θα,ι♭に挟まれた双曲型円鎖をなしているので,定理 7の漸化式が

成り立つが為,為 ,α は不明なので,ム βを未定係数として,漸化式を

力
"+1=4た"一

カ"_1+B

円 鎖 と 累 円 公 式

力24=力 3+た 1~3

カ34=力 4+力2~3

カ4ス =力 5+力3~B

(6)― (5)と (7)― (6)を 計算して

(力3~た2)4=λ4~力3+力2~力 1

(力4~力3)ス =力5~力4+力3~力 2

となるので,さ らに(8)× (れ ―力3)~(9)× (腕 ~力2)を 計算することで

(た4~力 3+λ2~力 1)(力 4~力3)~(力5~力4+た3~た 2)(力 3~た2)=0

となり,整理することで

167

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

力5=
力2カ3+(力 1~力 4)(た4~″ 3)

力2~

が得られる。最後に,曲率を半径で表すことにより

/1/2 (均 ― 角 )

2_

γ5=
″1イ (角―/3)+イ /1~/4 角 ― 角

となる。数値を代入すると土円径は 26.4寸 となる。

次は『雑題』第 12巻の問題である。同じ問題が『賽祠神算』に載っていて

山田松三郎の算額とある。

とおく。このとき,次の 3式が成り立つ。 例題 3 今,図 27の ように,大,小円が交わり,その間に4円 を容れる。大
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円径 157.25寸 ,小円径 50.32寸 ,左円径 12.58寸 ,右円径 25.16寸 のとき,

上円径及び下円径はいくらか。

図27 問題 3

【解法】 上円,下円をそれぞれ
`α

,`。 とし,大円,左円,右円,小円をそれぞ

れθl,θ2,`3,`4と する。向きは大円と小円が時計回り,その他の円は反時計回

りとする。対応する符号つき曲率を力α,れ ,力 1,た 2,力3,力4と する。このとき,

`1,`2,θ
3,θ4は θα,θうに挟まれた双曲型円鎖となっている。

ここで,θα,θ。の反転距離をα,共役反転距離をβとし,符号つき廉術の定

理 7(b)に より漸化式

力"+1=2β力"―た"_1+(β
+1)(れ +為 )

が成り立つ。これに力1,力 2,力3,力4を代入すると

れ3=2β力2~た 1+(β +1)(屁 十為 )

力4=2β力:,一カ2+(β +1)(為 十為 )

ぅ_力 1~力2+れ3~力 4ρ=~7【
7戸覇万
~

ぅ1■ _た 1+た2~力3~力 4ρ十■=~~フ
百万=7雨

~~

. i L _2(力′―た′―力1カ 3+力 2カ4)κα+κ。=~~~7T耳
巧再I=1扇:戸I万丁

~~~

rρ +1、 2r L_λ 、2=三幽 I些上二堕量型W'^′ …`  'Vυ ′        わ ~力 3
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ｍ

　

　

ｍ

となる。

4円 θα,θら,θ l,θ2,に定理 3(c)の符号つき4円傍斜術を用いると

(β +1)2(為 _為 )2=_4(力 1+力2)2+4(β +1)((為 +為 )(力 1+力 2)+2た 1た 2)

となる。この式の右辺に (10),(11)を 代入して整理すると

となり

(た
“
_為 )2=

16(た 2~力 3){ (力3+力4)~ (力 1+た 2))

力1+力 2~力3~力 4

力2~力 3 力′た3+力 4 一カ′た1+力 2
力α―力。=土

力1+力 2~た3~力 4

が得 られる。従って,(11)と (12)の和 と差を計算することにより,力α,

は

た2~力 3 力′

02)

た。

となるので,こ れを解いて

hr'-ki -ktkt*kzktl
た1+ ~力3~力 4

力3+力 4 ―力′た1+力 2
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となる。数値解を計算すると,上円径 24.79寸 で下円径 11.39寸であるt)

次は『雑題』の第17巻 にある問題で,楕円型円鎖の解法手順を問う問題で

ある。

例題 4 今,図 28の ように,甲 ,乙 2円が相交わり,その間に累円を容れる。

甲円径若干,乙円径若干,丙円径若干,矢若千とし,累円径を問う。

図28『雑題 第 17巻』の問題

【解法】 甲円と乙円をそれぞれθα,θ。とし,丙 円に続 く累円をそれぞれ

ιl,θ2,θ3,θ 4と する。向きはθα,ι夕が時計回り,その他の円は反時計回りとす

る。対応する符号つ き曲率 を力α,れ ,た 1,た 2,れ た4と する。この とき,

8)この問題の円径は端数が出ないように作られていて,100倍するとすべての円径が整数と
なる。
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θl,ι2,θ3,ι 4は θα,θうに挟まれた楕円型円鎖となっている。

矢の長さを,(0<夕 <min(2い |,21引 ))と するとき,ια,`ら の反転距離α

は

(ρ +%+為 )2_″′_γ′ (pたα+2)(ρ為+2)-2
2‰為 2

(ρ力α+2)(ク為 +2)

o: s(cu, cb)=

a*l:
2

で,共役反転距離βは

DL1 - 
8t' r - ( Ok. +2)( pko +z)

である。

次にθ"+1の曲率た″+1を計算してみる。累円の曲率公式 (定理6)に より

ス=:{(β +1)(榊 +2カ1)-4d

B= (β +1)(た 1+力α た1+為 -2たF

(10

2

とおくとき

hn+ r = kr + A{V, ( O) + tl x s "/V^(pli

である。表 1を用いて具体的な値を求める。%=1の とき

た2=力 1+24± 2BντT可
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となる。この値は符号つき4円傍斜術の定理 3(d)を 用いて計算することも

できる。円θ2は ,基準 3円 θα,θら,θ lの直交円θθの外側にあるので,複号の

選択はマイナスの方となり

力2=た 1+24-23/β T可 0り

となる。定理 6の証明の後に述べた注意により,楕円型円鎖なので他の %に

対 しても複号の選択はマイナスの方を選べばよい。力3,力4は次のような式にな

る。

力3=た 1+44(β +1)-43βノπT可

力4=力1+24(2β +1)2_23(4β 2_1)7π■「I

【別解】 別解として符号つき廉術を使った計算もしてみる。式 (14)の た2の

値は求まっているものとする。定理7(b)に より漸化式は

力″+1=2β力"一カ″
_1+(β +1)(力α十為 )

であるが,式 (13)に より

(β +1)(れ +為 )=4“ -2βた1+2カ 1

なので,漸化式を

た″.1=2βれ―れ_1+4`4-2βた1+2カ 1

円 鎖 と累 円 公 式

″3=2βた2~力 1+44-2β力1+2た 1

=2β (力 1+24-23/π耳¬D一た1+44-2βた1+2カ 1

=力1+44(β +1)-4BβノπTT
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となる。また,た 4については

力4=2β力3~力2+44-2β力1+2カ 1

=2β {た 1+44(β +1)-43βノπ+I)

―(力 1+2■ -23/π耳可)+4`4-2β力1+2カ 1

=力 1+24(2β +1)2_23(4β 2_1)紳

となる。

8 ま  と  め

和算には円鎖に関する問題が多数あり,それらの問題を解くための累円公式

について,算変座標の考え方を使って解析を行った。第 4節では,その背景と

なる等距離直交円列について取り上げ,%倍角の公式に相当する公式を定理 4

にまとめ, また多項式 ‰ (χ )を 定義しその性質について述べた。その結果を

用いて第 5節では,累 円の距離公式を L(χ )を使って定理 5と してまとめ,

累円の曲率公式を定理 6に まとめた。第 6節では安島直円の廉術を現代化した

符号つき廉術を紹介した。応用としては和算問題から4つの例題を取り上げた。

今回取り上げられなかったものとして,阿部知翁の円環問題がある。それに

ついても累円の距離公式を使うことで,円鎖中の 2円の反転距離に関する公式

を導くことができる。そのことについてはまたの機会としたい。
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